e) 


FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES Y AGRIMENSURA 
U.N.N.E. 


Cálculo 
operacional 


TRANSFORMADAS 
INVERSAS DE 
LAPLACE 


Lic. C.M. GALLARDI 


CORRIENTES 1982 


CAPITULO III 


Pago 


22. Definición . Unicidad. 1 


A 


23. Métodos para el cálculo del original. 
Propiedades: ] 


- Linealidad, 


Translación. 


Cambio de escala. 

- División por 3, 

- El original de derivadas de transformadas. 
Multiplicación por e, 


24. Método de las fracctones simples, 


Du Uu bh b 4 py» sp 


25. Convolución. 


Pp 
m 


26. Método de los residuaes. 
27. Bibliografía. 


Sec. 22) Transformada inversa de Laplace 1 


22. Hemos visto en los capítulos anteriores diversos méodos para hallar 


la transformada de Laplace de una función. En éste abordaremos el proble- 
ma inverso:dada una £(s), determinaremos la función F(t) de: la cual F(s) 
es su transformada de Laplace y para ello damos la siguiente: 
Definición¿ si L/F(t)/ =f(s) , entonces F(t) se llama Transformada 
inversa de Laplace de £(s). és 


También se dice que F(t) es la función original de £l ) o simplemente el 
original . Denotaremos la transformada inversa por L”” que se llama ope- 
rador tramsformada inversa de Laplace y escribimos: 


17*/p(s)/ = F(t) (95) 
En el capítulo 1 habíamos visto que: 
L/F(t)/ = 1/ F(t) + Nt)/ = £(s) 


5% á di a i 
donde F(t) es una función seccionalmente continua y de O(e As para t—>0 
y N(t) la función nula, entonces: - 


17*/ £(s)/ = q 


pero también: a 
177/2(s)/ =F(t) + N(t) 


Luego, el original de una £(s) no es único si tenemos en cuenta la 
función N(t). 


Teorema de Lerch.Considerando sólo las funciones F(t) que son seccio- 
nalmente continuas en todo, intervalo finito 0%t Z T y de O(exp(at)) 
cuando t->0w, entonces L-/£(s)/ = F(t) es única. 


23, METODOS PARA EL CALCULO DEL ORIGINAL. A los efectos de no dilatar la 
exposición y dirigir nuestra atención Fundamentalmente al aspecto opera- 

cional del cálculo, omitiremos la justificación matemática de muchas pro- 
piedades de la transformada inversa que veremos en este capítulo. Cuando 

se trate de imágenes elementales se podrá hacer uso de la tabla de trans 

formadas . 


Propiedad de linealidad. Cuando CS y Co son dos ica cualesquie 
ra, £ y (s) = L/F P,/ y y É£ MO) = L/F el eñitoncés: 


7) 0,2, (8) + 0¿£2(8) / 


c¿F, (4) + C¿Fo(t) 


Yesultado este último que puede generalizarse para el Caso de más dedos 
imágenes. OEpazas esta propiedad con la (4) sec.6) . Vemos así que el 
operador Ll es lineal. * . ' : 


Ejemplo. Hallar F(t) = 17? / 3/s% - 2/(s*+1) +13/(s+1)/0 


3olución. 3 SÓ 
mi/ 3 /=310"/-/=3t 
, S 


1*/ 5 = E e / = 2 sen t 
s +1 s 41 


0,171/e,(8)/ +0,171/2,(8)7 : 
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A o A A 
L a. = Ya EY 341 / =V3e 
Luego: m 

F(t) = 3t-2sent+We-s, 


Comparar este resultado con el ejemplo 1 sec. 7). 


145 Considerar las respuestas de los ejercicios 5,8,9,14,25,26,28, 
41 y 54 y hallar sus originales. 
Propiedades de translación 


a) Imagen transladada. Si F(t) = uta, entonces: 
E E t 
Yale PURA O 


Luego, el original de una imagen transladada £(s-a), es la función 
original de la imagen sin transladar multiplicada por exp(at). Compa- 
rar este resultado con la (5) sec.7). 


Ejemplo 1. 
Hallar F(t) = 


solución. Tenemos £(s+2) 


£[s - (-2]] , entonces: 


£(s) = s/(s+1) ; 1/2 8)/ = Cos t, luego 


tel E os te. 


Comparar con el ejemplo 1 sec.7). 


b) Translación de la función F(t).si Ll/e(s)/ = F(t), entonces: 


ÓN a 


iy e s)/ = Fit=a)I(tea) 


donde U(t-a) es la función de Heaviside. Comparar este resultado con 
la (6) sec.7). Vemos así que la presencia del factor exp(-as) implica 
. una translación de F(t) hacia la derecha del origen, esto es, F(t=a) 
y su anulación en el intervalo" (0,a) debido al factor U(t-a). 


Ejemplo 2. 1 es 
Hallar F(t) = LL "/ =P 7 


solución. Es > / = t, entonces: 


A es fal te DN tl 


Representar gráficamente este resultado. 


A . asy2 
Ejemplo 3. Hallar 17d/e(8)/ donde £(s) = o correspondiente 
al ejercicio 50 sec 11). di 


solución. Desarrollando el cuadrado se tiene: 


(a/F.J£(s) = (auaeT?s + e2as,] 2 
=-as -2as 
A E E E 3 , 
s j ' 


S 
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sa! os 


Luego: 1+/e(s)/ = Sot Ea t=aju(t-a) + Ta(+-28)U(t-28) 


y esta función es la del ejercicio menéionado, enefecto: 
. + 


e Po : t%a pues U(t-a)=U(t-2a)=0 
F(t) F E s aítéoQ2a pues U(t-2a)=0 

| =2 [t- Blal] = ¿9 E OR, eo) 

Ñ z2 lt - 2(t-a) + (t=2a)) =0 ; to» 2a pues U(t-a)=U(t-2a)=1. 


representada gráficamente en la fig.,9 sec.11). 


Ejemplo 4. ; dE E 
, ' Hallar. F(t) SD SO tenor Pe 
v ne “s( 140795) 
o A A A 
=as 
1+e * 
resulta: E E 
1 . ces > 72as 
A E ii a 
s s 
ya =D 20. - U(t-a) + u(+-2a) = 0.0. ] 5 
=b 7 (19% DU j 


n=0 


Si se representa gráficamente esta función se obtiene la propuesta en 
el ejercicio 67 sec.12). 


145. Aplicando las propiedades a) y b) de esta sección hallar '1os origin: 
nales de las respuestas de los ejercicios: 6,7,10,12, 21, 22,23,24,27, 29, 
33,34,35,36,37,38,39,45 y 59 


Cambio de escala. Si y 7/2ts)/ = F(t) y c es una constante entonces: 


0) p0s)/ = E P(t/0). 


Comparar este resultado con la (8) sec.8), con c= 1/a. 


Ej , - z 
jemplo 5- gartar P(t) = 17*/ IP de 
E N 
Solución. ESG , 
—1 Tr 
F(t) = cLY/ =grgoo5 Ly 
2.2 2 
ces EN 
-1 N , 4 ; 
A / = senTTt , entonces: 
e e 
s +A 
F(1) = sen(.mt/c). 
Hallar los originales de las siguientes uri transformadas! 
+3 b ANETO a ns O j 
FARO Sl 5 Ver ej. 51, sec.11) 
as 
Ss(lue 7) 
; -as 
148 bo ES ab RE. ' j 
o z E ES Ñ Ver ej. 65 sec.12) 
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ta 
a a 7 Ver ej. 66 sec.12) 
sa o 
15 E a 
70 4s + 1 ; y A. 
a 2 s + V3 
División por s” (n=1,2,3,...). Si 1"*/2(s)/ = P(t) entonces: 


«E 2. to 
dy El) - | o ón (1) (ar). 


Yn 
s ZO o 
ee > s -1 A 
Ejemplo 6. Hallar F(t) = LL” / gm Li 
id Ya 
A A O EOS 
aa "EPR Eo. os 
donde ii ¿E / = sen V3 t, luego: 
s +(v2) o Lon 
E E 
ld, £(s),, 1 E d 
ia 2 Si Y == vÓt 
F(t) ya D 7 E E dd sen V2T dt 3 cosVE Y, 
F(t) = > 1 - cosv2 t). 
Ejemplo 7. Hallar F(t) = 1/2 /, 
s“(s-1) 
E o 
solución. og = ET, y 10 8)/ = 17 L*/=e% , entonces: 
2 s-1 
s “(s-1) s me 
tx E t 
F(t) = 17?/ al = | A et at dx = ) 7 dx = (eE1)ax 
s oro é % o o 
P(t) =e.-to21, 


152, Considerar las respuestas de los' ejercicios 43,44,46 y 61 y hallar 
sus Originales. 


El original de derivadas de transformadas. Si 17 */2(s)/=F(t), entonces 
dla de "1, ¿tn n n | 
1/ As) =07/ 2 U8)/ = (iy? e” rt). 

Comparar con la (16) sec.11). 


os 0) A E 


(añ1jó 
solución. e Es as + =3- donde L 24 = /= seh t, luego: 
(s*-1)2 2 sei si . - 
t 
F(t) = (21) (- 3) t seh t A ; 


Bea.23) s Pranaformada inversa de Laplace a 


123.Cconsiderar las respuestas de los ejercicios 5,7,11,13 ¡30,58,57,38.% 
50 y hallar sus originales. 


' o 1, Pa 
Multiplicación por ss . (n= 1,2,3,...).81 L /£(s)/=F1t) entonces; 


iy Mes) /< RU O si Flo)= (o)... a 


Comparar con la propiedad (15) sec.10). 
si n=1 tenemos! 


mes sí(s) /= F(t) si F(o) 


Luego, multiplicar la imagen por s equivale a derivar una vez la 
funcion original. si F(o) 4 0 escribimos: 


1d) sets) / = Fr (t) + Fo) Ó(t) 


donde 6(t) es la distribución de Dirac. Recordar que L/ 6(t)/=1. 


Ejemplo 9. Hallar L”*/ =1/- 
a s 1 Dit Es Ñ pe 
Solución. $7 = S-=%7 LL /£(s)/= 1 Y Y Er luego: 


Di /st(s)/ = q e + (5,80 =0(0),- E. 


Ejemplo 1Ó Eaibeo ME) = 1 Y mr de 
Ln. ¿a 
(s“+a”) 
solución. Puesto que 3 = ss sp LY 3 /=tsenat 
(s*+aS) (só+a”) (s+a”) 
entonces F(t) = El tsenat) = sen at + at cos at. (F(o)=0 ) 


Comparar este resultado con el ejerc. 60. 
Hallar los originales de las siguientes transformadas. 


TÁ.  ssies 155 
ge + as 
a Ss 5 
158, a 157, 


METODO LE LAS FRACCIONES SIMPLES. Este método puede aplicarse cuando 


£(s) tiene la forma P(s)/Q(s) , donde P(s) y Q(s) son polinomios en  S+ 

sin factores comunes y donde el grado de P es menor que el de Q. 
“supongamos que Q(s) sea de grado n, entonces. .Q(s) = )Otendrá n rat 

ces S..( i=1,2,..). Supongamos además que la raiz 5, Sea de orden de mu 


tiplicidad a y lo indicamos como s la); que s 008) ES ¿mM etc. Luego 
OF BAY AS ..m = Me 

En estas condiciones el cociente P/Q puede expresarse en términos de 
fracciones simples como sigue: 


(98) £(s) = 20) = Le ho ena a cy te e hon otion + 
(s-s,) (s-s,) (ss 1 1 
B B 
+ 2 + Td ds o hot é + 
O ba 9 E p- si 
(s=8/) (su) (s-s,) 2 


s 
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con sy ÁS, Á 5, É o.. así siguiendo hasta agotar todas las raices y don 
de los coefi e ES Ps etc, son constentes que están dadas por: 
k 
4 1 4d P(s) a 
E 11M Se => ( s=s,) 
k Ci 
Ss >8, Ñ dsk ES Ñ 


4 E + 
Ejemplo 1. Calenlar F(t) = 17*/ A AS 
s“(s+a)(s+tb) 
solución. Ps) = sta, 3 Q(s) = e (stallsiv). 
s5,=0 5 s,0(2) y Sy= “a, s¿0(1) 5 Sg= bi s¿M(1). 
De acueráo con (96) escribimos: EA 
8 Ao A E Co 
£(s) = E)= 7 + e Le 4 
] A s sta s+b 
ñ + 2) a 
AJ= lim E (s-o1*| = lím Brain pei a Sl 5 al y 
s 0 s>»0!ls8s asa) led ab 
; ad E e a E sta, ab_- 2% "(abb) 
¿An= lim oa=|2(s-0)"|=  lím 33 E E nd S 
1 O ds |Q | 1 ds 3taJUs*B) a? ma 
, A + - 
B,= 'lim É (sra) = lím a = pr PEN 
s>-a + sa Ls (stb) a (b-a) 
C.= lím E (so) = lím | = o 
S>»-b q s>»-hl|s (sta) b"(a-b) A 
Luego . a 52 1 
es) = 39.2 + 3 2afstn) alo a, e o. 
s a? b AS a (ba) * b (ab) 
P(t)= lat + sl ta y 
a E a (b-a) b"(a-b) i 
P(t) SA flo des A 12223 bt 
a ab ES ba-b) 
: a de dE E 
Ejemplo 2. Calcular F(t) LL / a Le , : 
s (s +4)(s+2) : 
Solución. Escribimos previamente: 
(5) Le a 1 ga 
j A A apo > 
s (s+4)(s+2)* ss +9)(8+2) s (544) (sto) 
' Trabajamos" ahora: con o = sl , donde las raices de q(s) 
son; ; os (s +4)(st2) dez 
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= . 2 = | os = -=21 Ot: =- 
5,50, s,0(2) 595 2d; . s¿0(1) 5 Sy=“2j , Ss, (1) s¿= -2 

Entonces de acuerdo con (96) tenemos: 

A. B Cc D D 
4S - zz + E e a Pa 5 ro: 
A s s-2j s+2j " (s+2) s+2 

y los coeficientes son: 
AS e 
E p(s) 
A = lím + =-% (k=0,1) 
k dp k! ds ESE | 
a pls) , 
E lím [2 = (s-23)] 
de als) 
Pr (s) A 
C, = lím E (s+23)] 
ceca als), 
5 $ 2 á 
D, = lím =p -== [fp(s)(s+2) (k=0,1) 
k k! k S 
s»-2 d a(s) 
Entonces: 
as 1. 
A = MI AA SS 
o 
s »0  (5+4)(s+2 - ae 
* L y] 
AL TLÍM == | e ——> o ——- 
Ls 0 a +4) (s+2) ue 
By = lím ao aa = 535 
s -2j Us 2 er23)(9+2)" 
+ al 
a 
A l, 1 
Dia 11m -—¿uez=- = =5 
s» -2 a (5 +4) 32 
, al El » 
D, = lim == | == = 73730. 
Ll See ds [rc 64 
pi + +55 e E 
e 16s ' 128 (=753) 138 (7 32 (3+2)2 
7 Le 2t 
y a t ml 1 L 2j 1 -2] e EE de 
e ia. 32 
t-1 E (3 + 2t) -2t 
2 es Bhk + 
ms (6) E 37 Sos ot + a 


sy0(2) 


Por la propiedad de tráhslación dé la “eunción es el sento término de 


£(s): 


e 

/ a y E pa 
s (5 +4) (8+2) 

Lúego la solución buscada es: 


p, (t-1)0(t-1). 
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P(t) = 107? E E A e P¿(t) - F,(6-1)0(t-1) 


Si todas las raices del denominador son distintas, podemos dar una 
expresión muy útil para el cálculo del original. En este caso, y de 
acuerdo con (90) tenemos: 


Cc c c 
P Y 2 Y 
£(s) = sE E pis ds or ==> ] (97) 
E ss, S, 5 
siendo Q(s) de grado n. Multiplicando ambos miembros por S-s, resulta: 
y 
P E n 
a = an(s9,) = ono (8-8, aña PA e e (ss 
£(s)(s s,) 0 (s s,) s=8 (s s;) e E s=8 (s si) 
1 n 
entonces: S-S, 
lím [£(s)(s=s, )) =  lím P(s) lím -= aj = E, 
i a 0Us 1 
398, SS; Ss >S; 


Como  lím (s=8,)/0(s) es indeterminado en s=s, POr contener Q(s) un 
ss, 
factor de la Forma (s-s,) , aplicando L'Hospital queda: 


lim P(s) 1 s == =C. 
) s “> 8; a >S, As) aT 32 A 
Figalmente; a 
n 
= P si) pia S 
Ea A A 8 
Hs E Qs, )'Ts=s,) (98) 
i=1 
de donde se obtiene: 
n 
-1 2 CC Plsi) ,-1 E 
L “/£(s)/ = yl ER) LoS 38 
o bién: id 
n 
S  P(s;) syt 
F(t)= » EMS) ¿sit (99) 
$ US) 


llamada fórmula del desarrollo de Heaviside. La (98) es un caso particu- | 
lar de la (96) cuando todas las raices de Q(s) son distintas. 


; A el A 
Ejemplo 3. Hallar F(t) = 1 7/ Late As 


Solución. Lás raices son: 5,=0 ; 5,5 -2 y 5, = 3. Además 
2 2 
Q(s) = O 63 a Q0'(s) = 35% -28 - 6 

y los coeficientes serán: 

ads ¿A 

Te 6% guia] “10 * 9) 15 * 
Utilizando (99) se obtiene: 

PE) = z a a, 


P - A 
Cuando la transformada es de la forma es) e y las raices de Q(s) son 
todas distintas escribimos: = 
: n =as 
-1,P -as -1 P(s;) e 
F(t) =L e = 1 a e 
CEA / Q + / 3 Ys; ) (s=s;) dl 
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RECORDANDO la: propiedad de translación de F(t) debido al factor - 
resulta: s , y 


tna). : (100) 


e] 4 3 3 1 
158, Hallar los originales de las respuestas de los ejercicios:13;41;43; 
44:46 y Gl. Ñ : 


159, Hallar ie El 1 + EP Mer “ejerc. 23 cap.I. Representar grá- 
s +1 
ficamente el resultado. 


25, CONVOLUCION.En muchos ¡casos es posible determinar la transformada 
inversa de Laplace recurrilendo al teorema de convolución que se enuncia 
como sigue: “j ye . E 
Teorema 16.31 £(s) = 1/F(t)/ y g(s) = 1/G(t)/ donde P(t) y G(e) son dos 
fincionés seccionalmente continuas en todo intervalo finito 0 £t <T y 


« 


de orett) cuando t =>0, entónces, la transformada de Laplace del produc 
to de convolución F 0 G existe para s>0y es £(s).g(s). La transformada 
inversa 171/2(s)g(s)/ viene dada por la fórmula: a 


eE 


O] e(sIg(s)/ =FOG= | F(t)E(t-Bat, (101) 
a en , fo) 


que define el producto de convolución de F con G. La expresión 


a Ai . 4 e Eta D/ F./. 1/87 = e3)a(s) 


se llama Teorema de Borel. 


Demostración. Lea : q A po e 
a pr hi Sh (02) t 
ws 1/ F 0 G./= k ae Í F(T )a(t-T)at|at 
es h Jo) “Oo 1 
Escribimos: «y ] 2) Ñ 
P(T)E(tt)ar =' | F(T)U(t-T)at-t)dt 4 E 
o [0] 


O para T>t> y además 


Lo e ! 
ll est F(r Ju(rm) ar rjarldr = 
e) O) 


o) : 
” =st . 
= lín | e “FE )JUEt-T)G(t-1)dT e 
T>o“o%o de E ] -- 
La función e7** es función continua de s y t.en (0,0) y F( U)ulr-t) alert) 
seccionalmente continua en todo intervalo-finito de 1 que incluye el ori 
gen, la integral impropia converge uniformemente respecto de T pues 


me á ea ost ar (tt) lesa 
rare nee le st LE A E gis DE 
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independiente de T y su integral existe para s> (1; luego por el teorema 
12 cap.I poúemos intercambiar el orden de integración y nos queda: 


co (? y 
1ím Al P(t) Ñ otrora marlar 


La integral respecto de t es la transformada de Laplace de la función 
G(t) desplazada en Ty nula en (0, T) y por la propiedad (6) cap.I es: 


ro 
pa 


| a bs 
12m | e ueona(erjar = gs) 
To vo 


entonces; 
[e] 


* 

L/F 0G/= [mqrjoar g(s) dt = | e“ p(r)atig(s) = £(s)g(s) 
O) o 

lo que se quería demostrar. 


co 


Damos a continuación propiedades del producto de convolución y cuya 
demostración, dada su sencillez, se deja como ejercicio. 


a) El producto de convolución es una operación conmutativa, esto es: 


FOG=G6eF 
[pt 


+ 


F(T)E(t-Ddat G(t)F(t-T)adt 


[e] e 


o bién 


uo 


b) El producto de convolución tiene carácter asociativo, es decir: 
Foe(GeH)=(F0G)0H. 


Cc) El producto de convolución es distributivo respecto de la suma de 
funciones; Ñ 


FO6(G+H)=F0G + F0H 
d) El producto de convolución de una función F(t) con U(t) es: 


t 


Fé Ut) = F(Tt)ar 


o 


sl teorema 1% es aplicable también al producto de tres o más funcio — 
nes + Si £(s) = L/F/, gls) = 1/6/ y h(s) = L/H/ entonces: 


ag £(s)gís)Ih(s) /=F GO H (102) 
Ejemplo l. Hallar Y = atte Le 
s” (s+1) 
A Da ñ y by E a AB 
. ; s (st Sf=n 5 /= JE Eno a 
solución. 1/ s”(s+1) TED donde , 1 / 3 [= Y 3 L y 
j =t 
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de acuerdo con (101) es: 

pr o : , 
-1, 1 E el L 2 -(t-1) t -t 
EE = Eo. = 231 T Te z=-=t+1l- B 
Lo) 3 131) / pee R e dis o t+1lee 


Ejemplo 2. En la Seca 23) habíamos dado la fórmula para el cálculo de 


Utilizando la convolución, demostrarla para n=1. 


iendo n=1 y teniendo en cuenta el teorema 16 ess 


E ¡1 = 1 El 2(s).7 / , donde: 1 */s(s)/ =F(t) y 17/7/0(t) 
as 
entonces; o BO) pt 
E e So A _o /=*F(t) e U(t) = | F(U)JU(t-t)dt = 
z le 
s AN 
= F(T)JdT —, pués U(t-1)= 
o o si- Tot, 
% =1 1 + > 
Ejemplo 3. Hallar G(t) = L7"/ -=====5 ee 
El 
s(s+a) 


solución. Según (101) tenemos: 


E 2 pe + E 
Ejemplo 4. Hallar G(t) = 17/ ¿444 ), 
e A 
(s+ w%)s 
Solución. s +ju. 1 a Y; 
A A Y tl 
als +) iia Ss su? 
E , a a , 
donde: L 7 > / E senuvt/n , LY ds Ult 1 ts /= sent 
s+u 1] > s+w 
E 
tonces: w . ] Ss 
entonces At) = cn + j senut 0 U(t) = 12 +3 [ senutidt = 
YO 1 A 


_ senut EM SOS ut). 


160, Partiendo de algunas transformadas halladas en el Cap. 1, se propo 
ne como ejercicios, utilizando la convolución, encontrar los originales 
correspondientes. 
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2. METODO DE_LOS RESIDUOS. A] comenzar nuestro estudio de la Transfor- 
mada de Láplade dijimos que consideraríamos el parámetro s como real. Es- 
to , como se indicó en esa onortunidad, se hizo nor razones de convénien 
cia. En general , s es complejo y lo escribimos s=x+jy+ Así, fo) e 
£(x+jy) será una función compleja de las variables reales x e yo 
Es posible demostrar que si consideramos a F(t) como una función de 
valores reales t de manera que [7 |<Mexp(x,t) cuando t =«c0y F(t) seccio 
nalmente continua en todo intervalo finito 0 £t £ T, entonces £(s)=L(F) 
es analítica en el semiplano Re(s) = ESE. 
En la figura de la derecha se ilustra un 
dominio D del plano complejo s donde £(s) es 
analítica. (Re(s) = x>x,)+ 


Una consecuencia importante de esto es la 
validez de las propiedades vistas hasta aho- 
ra y de las transformadas que se deduces con 
siderando s como real. Esto significa, en otras palabras, la invariancia 
de las “formas sin más que cambiar s.real por s complejo con la condición 
adicional a tener en cuenta en la propiedad (719 ) donde el límite infe- 
rior -dé la integral debe ser real. 

Mediante la técnica de integración en el campo complejo es posible ob- 
tener una fórmula práctica para el cálculo de la función original basada 
en el teorema de los residuoa. 

Consideremos la función exp(st)£(s) con s=x+jy. Supongamos que £(s) 
sea enelítica en el plano s excepto en un número finito o infinito de pun 
tos singulares aislados que pertenecen al semiplano x<Ydonde Y es un va- 
lor fijo que depende sólo de £(s). Como exp(stj es función analítica en 
todo el plano s, las. singularidades de exp(st)£(s) son las de £(s). Enton 
ces, exp(st)£(s) es analítica en el semiplano Re(s) > Yy todas sus singu 
laridades se encuentran en el semiplano Re(s)< Y +. En estas condiciones 
escribimos: 


n 
re) =10/08)/=) b,,  (t>0) (103) 
+ 1= 


pue 


donde ». indica el residuo de eS tela) en el punto s=s,+. Una forma alterna 
tiva de indicar el residuo de ES en s=s, es Escribiendo Res(s.). 

La (103) indica que la serie de residuos convirge a F(t) para todo 
t>0 pudiéndose demostrar que F(t) =0:cuando t<0. Esta fórmula es váli 
da bajo determinadas condiciones impuestas a £(s). Una de éstas, que es 
satisfecha por una gran cantidad de imágenes es: 


A eN k>0, (104) 
ls| 

donde M es una constante. Una condición como la (104) asegura la validez 
de (103). Si k>1, la (103) es válida an todo t 2.0. 

La s imágenes que tienen la forma P(s)/0(s) también cumplen con (104) 
donde P(s) y Q(s) son funciones enter ras de s irreducibles y cuando el gra 
do de"P(s) es menor que el de Q(s). % : 

De acuerdo con la teoría de funciones analíticas, si s. es una singu- 
laridad aislada de exp(st)£(s) y existe un entero positivó m tal que: 


ps) = (ss Mets) . (105) 
siendo: 5 - a) £(s) analítica en 5=S, 


>) As) 0 
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sE a % 2 
entonces e "£(s) tiene un polo de orden m en 5=S¿ Y su residuo alii es; 


Res(s,) == lám  n [(s-=,)" e*s(s)] (106) 


Cuando el polo es simple (m=1) tenemos, a partir de (106): 
” st, 
Res(s,) =  lím (s-s;) e” “£(s) (107) 
Ss —s, 

Cuando £(s) = P(s)/0(s) siendo P(s) y Q(s) funciones analíticas en S; 
con P(s.,) 4 0 y si £(s) tiene un polo simple en s,, entonces os, )= 0. * 
El resituo de exp(st)£(s) en el punto s = Ss, está asde por: 

P(s¿) s.t 


e Qs.) A0 (108) 


Res(s,) = =7 
i Q [EN 


Si todos los puntos singulares ' EN de cociente P(s)/Q(s) son ceros 
simples de Q(s) entonces, de acuerdó con (103) y 0 ; 


P(t) = >, Det1d 059 . (109) 


donde el número n de singularidades simples puede ser finito o infini 
to. Si es finito, la (109) reproduce nuevamente la fórmula 99 sec,24) del 
desarrollo de Heaviside. " 


z d mm 2 8 á 
Ejemplo 1. Estudiar la función £(s) = a/(s +a?) considerada en el campo 
complejo y hallar su original, 


solución. Veamos si £(s) satisface la (104): 


lstra2|o 15 
pues |s ta e a 
Tomando |s|>>a IEA le(s)|< Cas due es la (104) con k=2. Podemos 
utilizar la representación (103), 8 cribimos: 


5 a _ A 
ad = 242 ” y 


xJa 


E 


En la figura de la derecha se indica el plano 
complejo s y la ubicación de las reices simples 
de sl + al, esto es s =+ ja. Siendo s_=ja y s,=-ja ? 
los puntos del plano complejo que son Singularidades 
aisladas de la función £(s) , o lo que es lo mismo, 
puntos donde £(s) no es analítica , En este caso, 3d 


£(s) tiene polos simples en 's = Y ja por ser éstos 
puntos, raices simples del denominador de £(s). 


A esta conclusión podemos llegar considerando la (105), en efecto: 


Ds) = (ss, Je “e(s) 
es analítica en s,= ja y s,= =ja pues: 


L* E a. ae ae 
q LA o e E 
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st 
y O A A as?” S Pez 
1 el Ts=s,Us=s, 5-8, s=ja 


son funciones que satisfacen las condiciones a) y b) de(105), en efecto: 


a) 2(s,) y g(s,) analíticas en SE respectivamente 


D) As) 40 y ffs) Ho 


st A 5 
y como aquí m=1, resulta que e £(s) tiene polos simples en los puntos 


s =- ja. Utilizando la (107) tenemos: * 
st Jjat jat 
; , ae ae 
Resíja) =  1ÍM =72%9ee =S eo mm ==. 
a E 
s enja PEA 2ja 2] 
aest aeTiat eiat 
Resl=ja) = 1Ím =7====y = me 33 
Eos ja s-ja) aja =2] 
Finalmente, según (103): 
jat  -jat 
- a 5 ¿ pa 
Et) = L LA => / = Resíja) + Res(-ja) = E A 
¿eya? + 2] 


Pruébese ,como ejercicio, que por tratarse de un número finito de po- 
los simples, se llega al mismo resultado utilizando la (109) 'con P(s)=a y 
Q(s) = s? + al, ; 


En -(s+1) 
Ejemplo 2. Hallar L / ps en 
(s+1). e 
solución. Consideremos £(s)e”* donde £(s) = aÍi> . Esta función presen 
ta un polo doble en s= -1 pues : (s+1) , 
Ms) = (ny e e, 
2 
! (5+1) 
es analítica, distinta de cero en s= =1 y m= 2, luego, según (106): 
st 
? Res(-1) =  l1ím 2%) =  lím =S-- 
s»-1 s-1 
=t 
; -1 te 
- AS E E 


Recordando la propiedad de translación de la función es: 


se 
F(t) 


ll 
El 
p 
lt 
(0) 
Ú 
o 
A 
5 
La 
Faz 
LL 
lp 
¡ 
bo 
| 
i 
1 
1 
= 
A 
e 
1 
p 


tu 


o bién : A F(t) tene tutrory, 


que coincide con la función del ejercicio 39 cap.1). 


PSD ab ge 


Ejemplo 3. Haltgr L*/2(s)/donde £(s 


solución: Trabajamosxprimero con el término b Esta función tiene un 
polo doble en s = O puss: 


ss) = (5-0) Be"? = be 
s' j 
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A 
ADA S 
AIN 2 2 
Aa qt] pda, . polos dobles 
ga 
) sn A: ] 
Para s = -1 se tiene: >” Li ad 
st 
2 2 t_ 2se 
gs) (st) png os EE 
(s+1)%(s-1) (s-1) 


Para s = 1 se tiene: 


Las funciones fB,(s) y f,(s) son-analíticas, distintas de cero en s= -1 
y s = 1 respectivamente y como en ambos casos fi = 2, la fuhción £(s)est 
tiene polos dobles en dichos puntos, ena 


St 
Res(-1)=  1ím-28,(8) =  1%m (ggTT+aste” )on1)óaseMale=1) 
o g--_-1 s>-1 desjÉ 

E sie 
Rest) = 1% E B.(s) = (20? +ote” )4 - Be" Ed: te! 
Res = E NS A SS = E 8 

s>1 a 
inalmente: 56; =t 

r(t) =t ¿Eb = t seh t. 


Comparar este resultado con el ejercicio 58 Cap.I. 


Una singularidad a tener muy en cuenta es la llamada singularidad 
evitable. si en un ad Sy la función eSt£(s) tiene una singularid ad, 


es cero. 2” E 
19, 9h 
Ejemplo 4. Hallar F(t) = LO Plinio E 


Solución. A primera vista parecería que en s = 0 la función tgh =/s 
tiene un polo simple pero veremos que no es así.En efecto: 


a a 

tgh + 1 . seh A 1 sen > 

1dm —-——= E 1 A AE =  lím —- s Lím == 
s ->0 s s >0 ch dá s s ->0 ch eN s ->0 s 


7 a ; . ds ' 
Como el límite seh S/s es indeterminado, aplicando L'Hospital resultas: 


: as pe 
y p 1 É a A 
11M ooo ss lim Ses, E lám 54 ——= 5 
s ->0 s s=>0 ch 37 s =>0 sE 
Entonces, la función. tan 2 e 3/3 no tiene polo en s.= 0, por lo tanto 


Res(0) = 0. Las singularidades aisladas de la función tgh(as/2) están en 
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aquellos puntos sy del plano complejo «s que son raices del denomina- 


dor, esto es, ¿éhlas/2)= 0. Entonces 

- a ! ón 

¿(xtiy) ,- O bién : 

isla Lx cos 

| a > 
az 

leas 3 Xx sen 


3Y20 


El cálculo de las raices es inmediato dando: 
x=0 
=i(2n+11)4 ( n=0,1,2,++) 
o bién: 
Y. Á y 
Ss (anti) 3 
(113) A y (aus tres) lem, 
$ pe ts Li 
y Sa (2n+1) ii a 
: 3 Sm. 
En la fig. de la derecha se ilustra el plano com-. 
plejo $ y la ubicación de algunas de las infinitas Epia Y 
raices que son polos simples de la función tghks/2) . a 
Según (107) es; x 
—_ _OAAEE9O->]> 
Res(s )=  lím(s-s ad. e” tas) 
n y 
Ss AS, E , : ¿ EJ] 
Z 
a 
IN » ay st a le =p 
y Res(s,,) =  lím, ls = 8) £(s) = [Res(s, )] 
Ss >s 
n 
Por lo tanto; 
$4 Spt 
> Fo en A S-Sn 
Res(s,,) E E seh 55m Lim “E 
n ss, ch > 


¿Como las raices simples de ch(as/2) están dadas por (113) escribimos: 


ch e (s- s y) s- s Ds- -s ¿A s- s cdrre 


entonces el cociente (s-s  )/ chlas/2) admite siempre en su denombnador 
un-factor de la forma (s = s ) y el límite es indeterminado. 'Salvada 
esta indeterminación nos queda: 


syt 
E E, 
e En seh(as/2)7 ARE A o e 


Res(s,) == 
sg ; n 3sen(as 2) a n 


De manera análoga encontramos que: 


, entonces según (103) : 


En, [res(s,) + Res(s/)] = 


n=0 
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E (eo [Con+1) Lt] - exp Econep ri). 
2 Ta a 5 a 
nÓÚo a (20+1)=3 


2 LE A tonta Tes 
SA elemialo ell] 
ma T2n+1) 2j 
[es] 
p(t) = Ed Y" Lo sen(ent)ile, 
a y ¿a (an+1) a 
n=0 


que es la función propuesta en el ejercicio 63 cap.1 y expresada aquí 
'mediante su desarrollo en serie de Fourier. 


Utilizando el método visto en esta sección , calcular el original de 
las respuestas de los ejercicios: 10, 13, 30, 36, 62, 64, 67, 83, 85, 
O y 91: (cars E 


